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Resumen

En este trabajo se aborda la paralelizaciéon de los algoritmos de Lanczos y de
Dongarra-Sorensen, buscando la resolucién del problema del cdlculo de autovalo-
res, para grandes matrices simétricas y dispersas, de una forma mas efectiva. La
evaluacion de resultados se ha realizado sobre la mdquina paralela Paramid.

1 Introduccidn

Son muy numerosas las aplicaciones tanto de la Ciencia como de la Inge-
nieria, que requieren la resolucién del problema de los autovalores. Un caso
particular merecedor de una especial atencién es el del calculo de autovalores
de matrices simétricas dispersas de grandes dimensiones. De hecho, este pro-
blema aparece en areas tan diferentes como el analisis dinamico de grandes
estructuras, el estudio de la conveccién solar, el andlisis estadistico de datos,
la prediccién de respuestas estructurales en mecanica de solidos o fluidos etc.

Aunque se conocen numerosos algoritmos secuenciales con los que resolver
el problema de los autovalores, el tiempo de ejecucion de estas aplicaciones
secuenciales y los requisitos de almacenamiento necesarios, resultan prohibi-
tivos cuando se trabaja con las grandes dimensiones de matriz que requieren
muchas de las aplicaciones en la actualidad. En estas situaciones se impone,
por lo tanto, el uso de técnicas de programacion paralela y la explotacion de
los sistemas multiprocesador para intentar minimizar, en lo posible, tanto el
tiempo de computo como las necesidades de memoria.
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En este trabajo hemos buscado la resolucion del problema planteado,
utilizando para ello algoritmos que puedan ser implementados eficientemente
en arquitecturas paralelas con memoria distribuida del tipo pase de mensajes.
Se han utilizado, en concreto, topologias malla de dimensiones genéricas,
evaludndose a continuacion qué valores dieron lugar a una mayor eficiencia.

El proceso de calculo de los autovalores se ha realizado en dos etapas:
una primera en la que se obtiene una matriz tridiagonal cuyos autovalores lo
son también de la matriz problema original; y una segunda en la que se pro-
cede al célculo de estos autovalores utilizando para ello la matriz tridiagonal
calculada con anterioriad.

Para la primera etapa se ha utilizado el algoritmo de Lanczos, de interés
especial para el caso de grandes matrices dispersas. En cuanto a la segunda
etapa el algoritmo que se ha utilizado es el de Dongarra-Sorensen: basado
en una estrategia del tipo divide y venceras (subdivisién del problema en
subproblemas independientes de menor complejidad para su resolucién), se
observa en su version secuencial un elevado grado de paralelismo interno.

En la siguiente seccion introduciremos los algoritmos secuenciales en que
nos hemos basado, para a continuacion tratar algunos aspectos de las parale-
lizaciones realizadas. Terminaremos presentando los resultados obtenidos al
evaluar nuestros algoritmos en la maquina paralela Paramid, y exponiendo
algunas conclusiones.

2 Algoritmos de Lanczos y Dongarra-Sorensen

Con el algoritmo de Lanczos [1] se resuelve el problema de la tridiagona-
lizacion de una matriz A € R"" de una forma que resulta especialmente
adecuada para el caso de que ésta sea dispersa y de gran tamano. El método
consiste en la obtencién de una secuencia de matrices T con la propiedad
de que los autovalores extremos de T; € R/*J van a ser cada vez mejores
aproximaciones de los autovalores extremos de A . Podemos llegar asi a ob-
tener una matriz tridiagonal T' con los mismos autovalores que la matriz A
de partida.

El método consiste en realizar una proyeccién de la matriz A sobre un
subespacio de Krylov. De este modo, la matriz ortogonal ) que verifica la
expresién Q'AQ = T es una base ortonormal de este subespacio, siendo sus
columnas los denominados vectores de Lanczos. Para conseguir su objetivo, el
algoritmo parte de un vector de Lanczos inicial, g de norma 1, obteniéndose
con cada nueva iteracion del algoritmo un nuevo vector de Lanczos conforme
a la formula recursiva

Aqj = Bi-1qj-1 + ajq; + Biqjs
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para j=0..n-2. Ademas de un ¢;, en cada iteracién se obtendra un 3; y un
o, elementos de la subdiagonal y diagonal, respectivamente, de la matriz 7T}
obtenida tras j+1 iteraciones. El proceso se detendria en aritmética exacta,
con la aparicion de un 3; = 0, suceso que senala la computacién de un espacio
de Krylov, K(A, qo,7), exacto.

Sin embargo, en la practica se comprueba que el algoritmo asi obtenido
no funciona correctamente. Al no utilizarse una aritmética exacta se va a
producir una pérdida de ortogonalidad entre los vectores de Lanczos, oscu-
reciéndose la condicion de terminacién y apareciendo problemas como el de
los autovalores fantasma [1]. Esta pérdida de ortogonalidad se debe a la
aparicion de valores de 3; pequenos [3], indicadores de una cancelacion en el
computo de los vectores r;, vectores auxiliares con la misma direccién que el
correspondiente vector ¢;. Para solucionar este problema, hemos optado por
la realizacién de una reortogonalizacién completa, asegurandonos asi de que
cada nuevo vector de Lanczos computado es ortogonal a cada uno de los que
se calcularon con anterioridad.

Una vez aplicado el algoritmo de Lanczos a la matriz A, queda por resolver
el problema de hallar los autovalores de la nueva matriz 1T'. Para ello, hemos
empleado el algoritmo de Dongarra-Sorensen [4] [5].

El algoritmo de Dongarra permite la resolucion del problema de los au-
tovalores en matrices tridiagonales simétricas. Para ello se basa en un plan-
teamiento del tipo divide y venceras, inspirado en el propuesto por Cuppen
en [2], siendo por ello su estructura muy adecuada para la paralelizacién.

El algoritmo consiste basicamente en la biparticion sucesiva del proble-
ma original en subproblemas de menor tamano y complejidad. Para ello se
emplean modificaciones de rango 1 de la forma:

_ T, pkelT _ Tl 0 €k T T
T_l/)l@g T, |0 1y e €1 [ek 61]

El proceso se traduce en una estructura computacional en forma de arbol
binario (fig.1). Una vez resueltos los subproblemas pertenecientes al nivel
mas bajo del arbol, utilizando alguna rutina estandar de caculo de autova-
lores, como la dsteqr de LAPACK, comienza un proceso de reconstruccion.
Este proceso consiste en la obtencion de los autovalores de un nodo del arbol
utilizando para ello la informacién que ha proporcionado la resolucion de los
problemas asociados a sus dos nodos hijos. Recorriendo de esta forma el arbol
desde abajo hacia arriba, y mediante sucesivas reconstrucciones, llegamos a
resolver el problema original asociado al nodo primario.
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Fig. 1:  Estructura en arbol binario del algoritmo de Dongarra para un ejemplo de
tamario 50. En cada nodo se muestra el punto de corte, y los tamanos de
los dos subproblemas hijos resultantes.

La causa de que el empleo de esta técnica resulte ventajoso, radica en la
importante disminucion en el tiempo empleado por la rutina dsteqr a medida
que la dimensién del problema con el que debe tratar se va haciendo menor,
asi como a la relativamente pequena complejidad del proceso de reconstruc-
cién.

El proceso de reconstrucciéon se basa en la llamada propiedad de entrela-
zamiento [1], segun la cual:

di <M <dys <A< - <d, <A

Donde los A; son los autovalores buscados, pertenecientes al problema
“padre”, y los d; son los autovalores de los dos subproblemas hijos de éste.
Esta propiedad siempre se verifica, y permite la derivaciéon de un método
iterativo para el caculo de los autovalores (la reconstruccién). Una imple-
mentacion de éste método puede encontrarse en la rutina dlaed4 de LAPACK.

3 Paralelizacion de los algoritmos

En el caso del algoritmo de Lanczos, se ha realizado una paralelizacion de
granularidad media, a nivel de lazo. Ha consistido en proyectar las iteraciones
de los bucles asociados a las operaciones vectoriales sobre las dos dimensiones
de la malla. Para ello, los datos han sido repartidos ciclicamente (en el caso de
las estructuras densas) y conforme a la distribucion BRS [10](en el caso de la
matriz dispersa) estando asi todos ellos perfectamente alineados. Debido a las
dependencias de datos, el lazo externo del algoritmo no puede ser repartido
entre los nodos.
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Fig. 2: Forma en que se produce la colaboracion entre los nodos en cada nivel del
drbol binario

La paralelizacion del algoritmo de Dongarra se basa en la estructura
de arbol binario asociada al mismo. Siguiendo una estrategia iterativa (o
bottom-up [8]), el problema original se va subdividiendo en problemas de
menor complejidad hasta que, finalmente, tenemos, en el nivel mas bajo del
arbol, un numero de subproblemas igual al numero de procesadores disponi-
bles, que debera ser, por tanto, potencia de dos. Se entra asi en un proceso
iterativo de sucesivas reconstrucciones, con el que vamos recorriendo el arbol
de abajo a arriba (bottom-up) y en el que el nimero de nodos que colaboran
en la resolucion de un mismo subproblema se va multiplicando por dos con
cada nueva iteracion, conforme a la figura 2.

4 Evaluacion

La maquina sobre la que hemos evaluado nuestros algoritmos es el super-
computador Paramid de Transtech Parallel Systems Ltd. Se trata de un
sistema paralelo con memoria distribuidad del tipo MIMD), constituido por
16 nodos basados en procesadores 1860, para el calculo, y transputers T805
especializados en las comunicaciones. Las matrices utilizadas en las pruebas
pertenecen a la coleccién Harwell-Boeing. En la tabla 1 se muestran sus
principales caracteristicas.

En la figura 3 se muestran los valores de aceleracion obtenidos al parale-
lizar el algoritmo de Lanczos con reortogonalizacion completa. En la figura
se muestran las configuraciones de malla para las que se consiguen los mejo-
res resultados para un numero dado de procesadores. Las medidas tomadas
mostraron que el algoritmo resultaba escalable en ambas dimensiones de la
malla, aunque se obtenian mejores rendimientos en las topologias para las
que la dimensién X resultaba ser ligeramente superior a la Y.

Los valores de Speed-Up obtenidos con la paralelizacién del algoritmo de
Dongarra, se muestran en la figura 3. Como puede verse, para problemas
suficientemente grandes, resultan muy proximos a los valores ideales. La ex-
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Nombre N o %(—)
NOS1 237 627 1.12
NOS2 957 2547 0.28
NOS3 960 8402 0.91
NOS4 100 47 3.47
NOS5 468 2820 1.29
NOS6 675 1965 0.43

BCSSTKO08 420 4140 2.35
BCSSTK09 1083 9760 0.83
BCSSTKI10 1086 11578  0.98

Tab. 1: Matrices Harwell-Boeing utilizadas para la evaluaciéon
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Fig. 4: Medidas obtenidas en los algoritmos secuenciales

plicacion se encuentra si se estudian los tiempos requeridos por las diferentes
partes del algoritmo ya en su version secuencial.

La mayor parte del tiempo se emplea en el caculo de los autovalores de
los problemas de mas bajo nivel (aplicacién de la rutina dsteqr), y en la
reconstruccion de los diferentes subproblemas.

El tiempo empleado en la reconstruccion (basicamente en la rutina dlaed/)
se va a dividir practicamente entre el nimero de procesadores: cada uno
de ellos aplicara el método iterativo para calcular un subconjunto de los
autovalores.

La rutina dsteqr tiene el comportamiento que se muestra en la figura 4, de
tal forma que la resolucion de un problema de tamano mitad al original reque-
rirda mucho menos tiempo (incluso menos de la mitad) del que necesitabamos
para la resolucién del problema de partida. De ahi que en la version secuen-
cial del algoritmo se obtengan acelaraciones ( respecto a la aplicacion directa
de la rutina estdndar dstegr ) tan elevadas como las que se muestran en la
figura 4.

5 Conclusiones

En este trabajo se han desarrollado dos algoritmos paralelos para la resolucion
del problema de los autovalores en matrices simétricas dispersas sobre una
topologia malla, conforme a los métodos de Lanczos y Dongarra-Sorensen.



5 Conclusiones 8

Como se muestra en la seccion anterior, los resultados obtenidos al evaluar
dichos algoritmos en el Paramid han sido bastante satisfactorios.

Tanto para el algoritmo de Lanczos como para el de Dongarra, se han
observado buenos valores de eficiencia, y una escalabilidad satisfactoria. Ade-
mas, en el caso del algoritmo de Dongarra se ha podido comprobar la eficacia
de la técnica divide y vencerds: se han obtenido grandes mejoras en los
tiempos de ejecucién utilizandola ya en la version secuencial.

Sin embargo, en el caso del algoritmo de Lanczos, la reortogonalizacion
total representa un incremento en el coste de ejecucién del algoritmo muy
elevado, debido a la introducciéon de la matriz densa de vectores de Lanczos.
Esto supone no solo un gran incremento en los requerimientos de memoria,
sino también la introduccion de productos matriz-vector densos, de gran
coste. Por este motivo, nuestra linea de trabajo actual se enfoca hacia la
implementacién de los métodos de reortogonalizacion parcial [7] o selectiva
[6], de menor coste.

Otra linea de trabajo para el futuro, sera la implementacion de estos al-
goritmos para el caso de matrices no-simétricas, puesto que existe el material
necesario para ello [1][9].
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